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Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика (логарифмическая амплитудная характеристика, ЛАХ) L(() определяется путем преобразования амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) A(():
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и имеет единицы измерения – децибелы (дБ).

Для логарифмической фазо-частотной характеристики (ЛФЧХ, ЛФХ) используется выражение (((), полученное для обычной фазо-частотной характеристики (ФЧХ).

Очевидно, ЛАХ и ЛФЧХ не содержат новой информации по сравнению с АЧХ и ФЧХ. Целесообразность их получения и использования полностью определяется особыми правилами их построения, предоставляющими широкие возможности для построения удобных и наглядных процедур анализа и синтеза систем управления. Аппарат ЛАХ и ЛФЧХ является основой классической теории линейных непрерывных и дискретных систем.

Необходимо отчетливо представлять себе необходимость точного соблюдения правил построения ЛАХ и ЛФЧХ, так как без этого рассматриваемые характеристики теряют смысл, и их применение с нарушением правил построения приводит к получению неверных результатов.
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При построении рассматриваемых характеристик для горизонтальной оси (оси частот) используется логарифмический масштаб (рис.1), то есть положение конкретных частот на оси соответствует значениям их десятичных логарифмов. Другими словами, в обычном линейном масштабе по горизонтальной оси откладываются не сами частоты (, а значения lg(. Частота, как и для всех частотных характеристик, измеряется в 1/с (рад./с), логарифм – безразмерный.

На рис.1 выше горизонтальной оси указаны значения частот, ниже оси – их десятичных логарифмов.

Отметим следующие обстоятельства, характерные для используемого логарифмического масштаба:

1.  Отрицательные частоты не рассматриваются.

2.  Отметка частоты ((0 на оси отсутствует. При ((0, lg(( ((, и соответствующие отметки частоты смещаются по горизонтальной оси влево в бесконечность

3.  Вертикальная ось проводится через произвольную отметку частоты в зависимости от значений численных параметров изображаемых характеристик.

4. Изменению значения частоты в k раз соответствует отрезок оси постоянной длины независимо от его расположения на оси (то есть абсолютных значений частот).

5. Отрезок горизонтальной оси, соответствующий изменению значения частоты в 10 раз, называется декадой. Длина декады, очевидно, также постоянна независимо от ее расположения на оси.

На вертикальной оси откладываются в обычном масштабе значения L((( в децибелах. С горизонтальной осью совмещается отметка 0 дБ.

Логарифмическая фазо-частотная характеристика строится совместно с ЛАХ, причем горизонтальная ось у обеих характеристик полностью совпадает, а вертикальная ось для ЛФЧХ совмещается с вертикальной осью ЛАХ следующим образом:

1. Направление положительного отсчета значений ЛФЧХ – вниз.

2. С отметкой 0 дБ для ЛАХ (пересечение с горизонтальной осью) совмещается отметка -180( для ЛФЧХ (рис.1).
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Рассмотрим некоторые примеры построения логарифмических характеристик, позволяющие обнаружить основные закономерности их формирования.

1. Безынерционное звено:
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Характеристики показаны на рис. 2.

2. Идеальное дифференцирующее звено (K=1):
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[image: image106.wmf]Поскольку вдоль горизонтальной оси имеет место линейный масштаб для lg(, график L(() будет представлять собой прямую линию (рис. 3). Ее наклон  принято измерять в децибелах на декаду (дБ/дек). В рассматриваемом примере при увеличении ( в 10 раз (декада) L(() получит приращение
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Поэтому наклон ЛАХ здесь составляет +20 дБ/дек.

При ((1 lg(((, и ЛАХ пересечет горизонтальную ось.

3.
Идеальное дифференцирующее звено (общий случай):
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ЛАХ также будет представлять собой прямую с наклоном +20 дБ/дек и по сравнению с предыдущим примером будет проходить на 20lgK децибел выше (рис.4).


Точка пересечения ЛАХ с горизонтальной осью может быть найдена из условия:
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откуда 
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При (=1 значение ЛАХ составит L(1)=20lgK.


4. Звено с передаточной функцией 
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ЛАХ остается прямой линией, но ее наклон по сравнению с предыдущим случаем увеличится в 2 раза (рис. 5).

ЛАХ пересекает горизонтальную ось при 
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При (=1 L(1)=20 lgK.


5. Идеальное интегрирующее звено:
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ЛАХ остается прямой линией (рис.6). Ее приращение при изменении частоты в 10 раз составит: 
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Наклон ЛАХ –20дБ/дек.


Точка пересечения ЛАХ с горизонтальной осью может быть найдена из условия:
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При K=1 1=1, при 
[image: image31.wmf]1

¹

K

 1=K.

6. Звено с передаточной функцией 
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ЛАХ – прямая линия, но ее наклон по сравнению с предыдущим примером увеличится в 3 раза и составит –60 дБ/дек (рис.7).

Точка пересечения с горизонтальной осью: 
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При (=1 L(1)=20 lgK.

Нетрудно убедиться, что в общем случае для передаточной функции 
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 ЛАХ является прямой с наклоном 20m дБ/дек и пересекает горизонтальную ось на частоте 
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. При (=1 значение ЛАХ составляет 20lgK. ЛФЧХ является горизонтальной прямой и проходит на уровне 90(.m.


Для последующих примеров точное построение логарифмических характеристик возможно только на основе численного расчета, что не вызывает труда при использовании компьютера. Однако для решения практических задач большое значение имеют приемы их приближенного построения и прежде всего – построение асимптотических ЛАХ.

7. Звено с передаточной функцией W(p)=Tp+1:
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Графики точных (реальных) логарифмических характеристик показаны на рис.8.

Асимптотическая ЛАХ может быть построена исходя из следующих соображений.


Вводится сопрягающая частота (с, исходя из условия равенства двух слагаемых, расположенных под корнем в выражении для ЛАХ: слагаемого, содержащего низшую степень частоты и слагаемого, содержащего высшую степень частоты.


Для рассматриваемого примера получим:
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Далее рассматриваются два диапазона частот.


Для низких частот, определяемых условием ((((с, будет иметь место T(<<1 и выражение для ЛАХ приближенно примет вид:
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Соответствующий этому выражению график – прямая, совпадающая с левой частью горизонтальной оси, является асимптотой реальной ЛАХ при ((0 (рис.9).


Для высоких частот, определяемых условием (>>(с, будет иметь место T(>>1, и выражение для ЛАХ приближенно примет вид:
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Учитывая результат, полученный в примере 3, нетрудно убедиться, что график этого выражения будет представлять собой прямую с наклоном +20дБ/дек (рис.9). Эта прямая является асимптотой реальной ЛАХ при (((. Она пересечет горизонтальную ось на частоте (1=1(T, то есть асимптоты реальной ЛАХ пересекаются на сопрягающей частоте.
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Асимптотической ЛАХ называется ломаная линия, состоящая из отрезков асимптот реальной ЛАХ. Абсолютная величина погрешности асимптотической ЛАХ  по отношению к реальной в рассматриваемом примере достигает максимума на сопрягающей частоте  и составляет:
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По мере удаления от сопрягающей частоты влево или вправо она снижается и на расстоянии 0,3 декады от сопрягающей частоты уменьшится примерно в 3 раза:
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Также можно показать, что на расстоянии 0,5 декады от сопрягающей частоты погрешность уменьшится более, чем в 7 раз, а на расстоянии более декады от сопрягающей частоты будет пренебрежимо мала.

Отметим также некоторые свойства графика ЛФЧХ, соответствующего выражению arctg(T. Так как данное выражение входит в состав выражений для ЛФЧХ большинства более сложных звеньев и систем, эти свойства могут быть использованы для их приближенного анализа.

При ((0 асимптотой графика ЛФЧХ является горизонтальная прямая, проходящая через отметку 0(. При ((( асимптота – горизонтальная прямая, проходящая через отметку 90(.

На сопрягающей частоте 1/T значение ЛФЧХ составляет 45(. Эта точка является центром симметрии всего графика (рис.10).
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Полезно знать также следующие численные значения.

На расстоянии 0.3 декады от сопрягающей частоты ЛФЧХ получает приращение примерно (18,5(, и ее значения составляют 26,5( и 63,5(.

На расстоянии 0.5 декады от сопрягающей частоты ЛФЧХ получает приращение примерно (27,5(, и ее значения составляют 17,5( и 72,5(.

При удалении от сопрягающей частоты на декаду значение ЛФЧХ изменяется на 39.5( и составляет слева 5.5( и справа от сопрягающей частоты  84.5(.

На больших расстояниях от сопрягающей частоты значения ЛФЧХ изменяются медленно. В ряде случаев при приближенном анализе системы на частотах ((0.1(T  (на декаду и более левее сопрягающей) можно пренебречь значением arctg(T, а на частотах (>10(T  (на декаду и более правее сопрягающей) можно приближенно принять arctg(T(90(.

8. Апериодическое звено 1-го порядка:
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Примем сначала K=1. Рассмотрев, аналогично предыдущему примеру, низкие и высокие частоты, разделенные их сопрягающей частотой (с=1/T, нетрудно получить асимптотическую ЛАХ (рис.11). Единственное отличие от предыдущего примера будет состоять в противоположном наклоне второго участка. Он составит –20 дБ/дек.


Слагаемое 20lgK на всех частотах является константой. Следовательно, при K(1 весь график сместится вверх при K>1 (lgK>0), а при K<1 – вниз (lgK<0).


Погрешность асимптотической ЛАХ по отношению к реальной также будет аналогична предыдущему примеру (рис.12).
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Все результаты, полученные для ЛФЧХ, также сохраняются с учетом противоположного знака (рис. 12).

9. Апериодическое звено второго порядка (T1= T2= T):
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Сравнивая выражения для ЛАХ, полученные в рассматриваемом и предыдущем примерах, можно сделать вывод о том, что различие в асимптотических ЛАХ будет состоять только в наклоне второго участка. Он увеличится в 2 раза и составит –40дБ/дек.

Максимальная погрешность асимптотической ЛАХ по отношению к реальной в соответствии с принципом получения асимптотической ЛАХ также, очевидно, будет иметь место на сопрягающей частоте.


Значение асимптотической ЛАХ на сопрягающей частоте: Lас(1/T)=20lgK.

Значение реальной ЛАХ на сопрягающей частоте:
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Абсолютная величина погрешности составит 
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График ЛФЧХ и закономерности изменения ее значений будут аналогичны предыдущему примеру с учетом масштабного коэффициента 2.
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Характеристики показаны на рис.13.


В общем случае для звена с передаточной функцией W(p)=K(Tp+1)m, где m=0, (1, (, … получим следующие соотношения:
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И отметим следующие закономерности:

- величина сопрягающей частоты, разделяющей участки асимптотической ЛАХ (с=1/T,
- первый участок асимптотической ЛАХ горизонтален и проходит на уровне 20lgK (при K=1совпадает с горизонтальной осью),

- наклон второго участка 20.m дБ/дек,

- погрешность асимптотической ЛАХ по отношению к реальной максимальна по сопрягающей частоте и составляет 
[image: image63.wmf]m
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- значение ЛФЧХ монотонно изменяется от 0( (при ((0) до 90((m (при (((); на сопрягающей частоте ее значение составляет 45((m; эта точка является точкой симметрии всего графика ЛФЧХ.

10. Колебательное звено:
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Рассмотрим построение асимптотической ЛАХ.

Под корнем в выражении для ЛАХ здесь присутствует несколько слагаемых. Тем не менее, принцип построения сохраняется. Сопрягающая частота находится из условия равенства двух слагаемых – содержащих низшую и высшую степень частоты:
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На низких частотах, (<<1/T, всеми слагаемыми, содержащими произведение (T, можно пренебречь по сравнению с единицей ((T<<1). В результате выражение для ЛАХ приближенно примет вид:
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Это уравнение горизонтальной прямой – асимптоты реальной ЛАХ при ((0.

На высоких частотах, (>>1/T, под корнем можно пренебречь всеми слагаемыми, кроме содержащего высшую степень частоты. Выражение для ЛАХ приближенно примет вид:
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Это выражение для прямой с наклоном –40дБ/дек, причем при (T=1, то есть на сопрягающей частоте она проходит через точку с вертикальной координатой 20lgK. Эта прямая является асимптотой реальной ЛАХ при (((. Здесь, как и в предыдущих примерах, асимптоты ЛАХ пересекаются на сопрягающей частоте (рис.14), что является общим правилом.

Закономерность формирования погрешностей асимптотической ЛАХ для колебательного звена является более сложной, чем в предыдущих примерах.

Прежде всего, оценим величину этой погрешности на сопрягающей частоте. Для асимптотической ЛАХ получим:
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Для реальной ЛАХ:
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Величина погрешности 
[image: image76.wmf]x

2

1

lg

20

 зависит от величины ( и изменяется от –6 дБ при ((1 до сколь угодно положительных значений при ((0.

Этот эффект обусловлен резонансными свойствами колебательного звена и в общем случае не позволяет при его анализе ограничиваться использованием только асимптотической ЛАХ.

Реальные ЛАХ колебательного звена для различных значений ( показаны на рис.14.

На рис.14 видно, что резонансная частота, доставляющая максимум ЛАХ, отличается от сопрягающей. Резонансная частота (р может быть найдена из условия:
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Общие рекомендации по использованию асимптотической ЛАХ для рассматриваемого примера сводятся к следующему:

- при больших значениях (, когда резонансный пик отсутствует или не превышает величины 3дБ, допустимо использование асимптотической ЛАХ;

- при малых (, когда высота резонансного пика превышает 3дБ, должна использоваться реальная ЛАХ.

Значение (, обеспечивающее получение резонансного пика величиной 3дБ, после определения (р, может быть получено из условия:
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Рекомендуется найти (р и величину (, обеспечивающую величину резонансного пика 3дБ, самостоятельно, а также убедиться в их независимости от параметров K и T.
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Логарифмические фазо-частотные характеристики для различных ( показаны на рис.15.


Рассмотрим правила построения асимптотических ЛАХ для более сложных передаточных функций на следующем примере:
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где K=100с-2, T1=0.1с, T2=10с, T3=1с, T4=0.01с.


Выражения для АЧХ и ЛАХ будут иметь вид:
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Наиболее распространенная в литературе рекомендация сводится к рассмотрению выражения для ЛАХ как суммы выражений для ЛАХ рассмотренных выше примеров, в каждом из которых имелась одна сопрягающая частота и при условии K=1 график асимптотической ЛАХ представлял бы собой прямую, уходящую от горизонтальной оси, начиная с сопрягающей частоты, с соответствующим наклоном. Если выражение для ЛАХ записывать так, чтобы под знаком логарифма оставалась первая степень частоты, то наклон второго участка асимптотических ЛАХ будет совпадать по величине с коэффициентом при 
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Более удобным является предлагаемый ниже способ (при сохранении сформулированного правила записи выражения для ЛАХ). Он состоит в следующей последовательности действий.

1. Определяются сопрягающие частоты, соответствующие отдельным слагаемым и записываются в порядке возрастания:
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2. Выбирается масштаб для оси частот так, чтобы крайние сопрягающие частоты располагались на расстоянии от 0.5 до 1 декады от краев видимой горизонтальной оси. Через сопрягающие частоты проводятся вертикальные пунктирные прямые (рис.16). Пунктирные прямые делят все поле графика на зоны, которым соответствуют отрезки различных асимптот ЛАХ (участки асимптотических ЛАХ). Построение асимптотической ЛАХ далее уже выполняется последовательно по участкам, начиная с первого.

3. Первый участок расположен левее всех сопрягающих частот. Следовательно, его уравнение, получаемое по условию (<<1/Ti (i=1,2,3,4), будет иметь вид:
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Это уравнение прямой с наклоном –40дБ/дек. Для ее построения необходимо найти опорные точки. Например:

- (=1, L(1)=20lgK=20lg100=40дБ;

- (=0.1, L(0.1)=20lg100-40lg0.1=40+40=80дБ.

В качестве опорной может также использоваться точка пересечения данной прямой с горизонтальной осью, координаты которой могут быть найдены из условия L((1)=0:
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Отрезок прямой, выходящий за пределы соответствующего участка,       показывают пунктирной линией (рис.17).

[image: image120.png]


4. Второй участок расположен правее сопрягающей частоты 1/T2, которой в выражении для ЛАХ соответствует коэффициент +40. По аналогии с рассмотренными выше примерами 7-9 можно придти к выводу, что наклон второго участка по сравнению с первым изменится на величину +40 дБ/дек. В результате второй участок окажется горизонтальным (рис.17).

5. Третий участок разделен со вторым сопрягающей частотой 1/T3.  Дополнительный наклон по отношению ко второму участку также соответствует коэффициенту в выражении для ЛАХ, связанному с этой сопрягающей частотой, и равен -60 дБ/дек.

Аналогично путем последовательного учета коэффициентов при соответствующих следующим сопрягающим частотам слагаемых выражения для ЛАХ могут быть получены и наклоны остальных участков (рис.17).

Отметим еще раз, что непосредственное использование коэффициентов выражения для реальной ЛАХ для расчета наклонов участков асимптотической ЛАХ возможно только при условии записи этого выражения так, чтобы частота под знаком под знаком логарифма имела первую степень.
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Поскольку расстояние между сопрягающими частотами в рассматриваемом примере достаточно велико (1 декада) и сомножителя, вызывающего резонанс, в передаточной функции не содержится, погрешности асимптотической ЛАХ по отношению к реальной будут достигать локальных максимумов на сопрягающих частотах, величины которых будут взаимно-однозначно связаны с величинами изменений наклонов ЛАХ (рис.18).

Рассмотрим следующий пример:
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где K=200с-2, T1=0,08с, T2=0,5с, T3=20с, T4=40с.


Здесь в отличие от предыдущего примера, где вертикальные координаты границ участков ЛАХ определялись достаточно очевидно, для их определения потребуются дополнительные расчеты.


Запишем выражение для ЛАХ, оставляя во всех слагаемых под знаком логарифма первую степень частоты:
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Сопрягающие частоты в порядке возрастания:
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Первому участку асимптотической ЛАХ соответствует уравнение:
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Первый участок – прямая с наклоном +20дБ/дек.

Опорные точки первого участка:

- (=1, L(1)=20lgK=20lg200=46дБ;

- L((1)=0 при (1, определяемой из уравнения 20lgK+20lg(1=20lgK(1=0, откуда K(1=1, (1=1/K=0,005.

Вертикальную координату границы первого участка можно определить непосредственно по его уравнению:
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Наклон второго участка 20-20=0дБ/дек (учитывается коэффициент при слагаемом, соответствующем сопрягающей частоте 1/T4). Участок горизонтален. Вертикальная координата его правой границы также 14дБ.


Наклон третьего участка 0-20=-20дБ/дек (учитывается коэффициент при слагаемом, соответствующем сопрягающей частоте 1/T3). Длина участка составляет lg2-lg0,05(0,3-(-1,3)=1,6дек. Вертикальная координата его правой границы 14-20(1,6=14-32=-18дБ.


Наклон четвертого участка –20-40=-60дБ/дек (учитывается коэффициент при слагаемом, соответствующем сопрягающей частоте 1/T2). Длина участка lg12,5-lg2(1,1-0,3=0,8дек. Вертикальная координата его правой границы примет значение -18-60(0,8= -18-48=-64дБ.


Наклон пятого участка –60+20=-40дБ/дек (учитывается коэффициент при слагаемом, соответствующем сопрягающей частоте 1/T1). 
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В рассматриваемом примере расстояние между сопрягающими частотами 1/T4 и 1/T3, 1/T2 и 1/T1 не достигает декады. Поэтому погрешности асимптотической ЛАХ, связанные с сопрягающими частотами, будут более заметно, чем в предыдущем примере, накладываться друг на друга. В результате на сопрягающих частотах 1/T4  и 1/T3 погрешность асимптотической ЛАХ увеличится до 4дБ, на сопрягающей частоте 1/T1  погрешность снизится до 2дБ (рис. 19).
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